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C´ılem te´to pra´ce je zjiˇsteˇn´ı vlivu kmita´n´ı trubice na tlakove´ pulsace v kapalineˇ.
Matematicky´ popis soustavy trubice-kapalina je slozˇen z patrˇicˇny´ch okrajovy´ch
podmı´nek a z vlnovy´ch rovnic odvozeny´ch ze za´kladn´ıch fyzika´ln´ıch vztah˚u. V pra´ci
je nejprve rˇesˇen zjednodusˇeny´ model kmita´n´ı kapaliny bez uvazˇova´n´ı trubice, ktery´
je na´sledneˇ porovna´n s vy´sledky analy´zy vza´jemne´ interakce.
KLI´CˇOVA´ SLOVA
Tlakove´ pulsace, rezonance, kmita´n´ı trubice, vlastn´ı frekvence
ABSTRACT
The aim of this thesis is to find out the effects of pipe vibrations on pressure pul-
sations in liquids. The pipe-liquid system is mathematically described by proper
boundary conditions and wave equations, which are derived from basic physical
laws. Firstly, simplified model of only liquid is considered, which is then compared
to the results obtained from analysis of pipe-liquid mutual interaction.
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U´VOD
V te´to pra´ci se veˇnujeme vza´jemne´ interakci tlakovy´ch pulsac´ı kapaliny a kmita´n´ı
trubice. Motivac´ı pro rˇesˇen´ı te´to problematiky je fakt, zˇe tyto dva jevy spolu u´zce
souvis´ı, avsˇak v technicke´ praxi se rˇesˇ´ı oddeˇleneˇ. V pra´ci nejprve odvod´ıme fyzika´ln´ı
rovnice zvla´sˇt’ pro trubici a kapalinu, pomoc´ı ktery´ch sestav´ıme matematicky´ model
soustavy trubice-kapalina, ktery´ na´sledneˇ propoj´ıme pomoc´ı okrajovy´ch podmı´nek
na konc´ıch trubice. Tento model se beˇzˇneˇ vytva´rˇ´ı pomoc´ı prˇenosovy´ch matic, nebo se
u´loha rˇesˇ´ı numericky pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u cˇi kontroln´ıch objemu˚. V te´to
pra´ci je vsˇak pouzˇit jiny´, poneˇkud ryze matematicky´ analyticky´ pohled ve formeˇ vl-
novy´ch rovnic. Tyto rovnice jsou odvozeny pra´veˇ ze zminˇovany´ch za´kladn´ıch fy-
zika´ln´ıch rovnic. Vlnove´ rovnice jsou pak rˇesˇeny pomoc´ı separace promeˇnny´ch,
z cˇehozˇ dosta´va´me obecna´ rˇesˇen´ı vsˇech promeˇnny´ch soustavy - tlak v kapalineˇ,
rychlost kapaliny, s´ıla v trubici (napeˇt´ı) a posunut´ı trubice.
Rˇesˇen´ı jsou za´visla´ na tzv. vlastn´ı frekvenci. Tyto frekvence nejprve odvod´ıme
pro jednoduchy´ model, ve ktere´m nebudeme uvazˇovat vliv vza´jemne´ interakce. Pote´
zjist´ıme tyto vlastn´ı (rezonancˇn´ı) frekvence pro plnohodnotny´ model vza´jemne´ in-
terakce a vy´sledky v za´veˇru porovna´me. Pra´ce se zaby´va´ take´ problematikou vy-
nucene´ho kmita´n´ı, na ktere´ jsou ilustrova´ny jednotlive´ rezonancˇn´ı frekvence. Text
je doprova´zen mnoha grafy zna´zornˇuj´ıc´ımi tvary pr˚ubeˇh˚u jednotlivy´ch promeˇnny´ch




Abychom se mohli zaby´vat tlakovy´mi pulsacemi cˇi kmita´n´ım trubice, mus´ıme nejdrˇ´ıv
definovat rovnice, podle ktery´ch se trubice a kapalina chovaj´ı. Jsou to za´kladn´ı
fyzika´ln´ı rovnice popisuj´ıc´ı danou cˇa´st soustavy pevne´ la´tky a kapaliny. Nejprve
tyto rovnice odvod´ıme oddeˇleneˇ.
1.1 Rovnice pro kapalinu
1.1.1 Rovnice kontinuity















∆V = 0, (1.3)














vinidS = Q, (1.4)






vinidS = 0, (1.5)
kde S je povrch elementu trubice vymezuj´ıc´ı objem ∆V. Pokud nyn´ı uvazˇujeme, zˇe
∆V = S(x)dx, (1.6)








dV = 0. (1.7)






























1.1.2 Eulerova rovnice hydrodynamiky
Eulerova rovnice hydrodynamiky (v dalˇs´ım jen ERHD) vyjadrˇuje rovnova´hu mezi
silami setrvacˇny´mi od vlastn´ıho pohybu cˇa´stic idea´ln´ı kapaliny, silami tlakovy´mi
a silami objemovy´mi. Mu˚zˇeme tedy napsat rovnova´hu sil ve tvaru
Fs + Fo + Fp = 0. (1.11)
Objemove´ s´ıly jsou naprˇ. t´ıha kapaliny a odstrˇediva´ s´ıla. V dalˇs´ım tyto s´ıly nebudeme
uvazˇovat, tedy pro Fo = 0 rovnice (1.11) prˇejde do tvaru
Fs + Fp = 0. (1.12)



















1.2 Rovnice pro trubici
1.2.1 Hook˚uv za´kon
Hook˚uv za´kon popisuje deformaci v za´vislosti na tahove´m cˇi tlakove´m zat´ızˇen´ı.
Uvazˇujme nyn´ı, zˇe je relativn´ı prodlouzˇen´ı  prˇ´ımo u´meˇrne´ norma´love´mu napeˇt´ı
σ, tedy
σ = E, (1.16)
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kde E je konstanta u´meˇrnosti - Young˚uv model pruzˇnosti v tahu/tlaku. Pro napeˇt´ı










Po dosazen´ı (1.18) a (1.17) do (1.16) a na´sledovne´m upraven´ı dosta´va´me Hook˚uv








Meˇjme nyn´ı pruzˇnou tycˇ, jej´ızˇ de´lka je mnohokra´t veˇtsˇ´ı, nezˇ jej´ı pr˚umeˇr. Tycˇ ma´
konstantn´ı pr˚urˇez a napeˇt´ı na ni p˚usob´ıc´ı je rovnomeˇrneˇ rozlozˇeno po pr˚urˇezu -
tycˇ uvazˇujeme bez koncentra´tor˚u napeˇt´ı. Pro element te´to tycˇe plat´ı v mechanice





















Jelikozˇ se v rovnici (1.21) vyskytuje cˇlen ∂σ(x,t)
∂x
































































Z podrobneˇ odvozeny´ch fyzika´ln´ıch rovnic pro kapalinu a trubici v kapitole 1 nyn´ı
sestav´ıme matematicky´ model soustavy tvorˇene´ teˇmito dveˇma slozˇkami. Tyto cˇtyrˇi
rovnice (dveˇ pro pevnou a dveˇ pro kapalnou cˇa´st soustavy) vhodneˇ transformu-
jeme na dveˇ parcia´lneˇ diferencia´ln´ı rovnice popisuj´ıc´ı trubici a kapalinu oddeˇleneˇ.
Na´sledneˇ rovnice prova´zˇeme a vyja´drˇ´ıme zbyle´ promeˇnne´.
2.1 Soustava rovnic a jej´ı obecne´ rˇesˇen´ı



























· ∂F (x, t)
∂x
= 0 (2.4)








Vsˇimneˇme si, zˇe cˇlen
− 1












cozˇ je vlnova´ rovnice pro trubici. Podobneˇ, pokud zderivujeme rovnici (2.1) podle





























cozˇ je vlnova´ rovnice pro kapalinu. Z´ıskali jsme tedy dveˇ vlnove´ rovnice popisuj´ıc´ı
zvla´sˇt’ pevnou a kapalnou slozˇku. Matematicky´ model soustavy se tedy zjednodusˇil
na dveˇ parcia´lneˇ diferencia´ln´ı rovnice
utt = c
2
T · uxx, (2.12)
vtt = c
2
K · vxx. (2.13)
Tyto linea´rn´ı parcia´lneˇ diferencia´ln´ı rovnice rˇesˇ´ıme metodou separace promeˇnny´ch,
hleda´me tedy rˇesˇen´ı ve tvaru
u(x, t) = Xu(x)Tu(t), (2.14)
v(x, t) = Xv(x)Tv(t). (2.15)
Tato rˇesˇen´ı mus´ı splnˇovat danou vlnovou rovnici, dosad´ıme je tedy a derivujeme
Xu(x)T
′′

























Jelikozˇ je leva´ strana rovnice za´visla´ jen na promeˇnne´ t a prava´ jen na promeˇnne´
x a navza´jem se rovnaj´ı, vy´razy na leve´ i prave´ cˇa´sti rovnice se mus´ı rovnat neˇjake´
konstanteˇ - oznacˇme λ. Kazˇda´ z teˇchto dvou rovnic na´m vlastneˇ da´va´ dalˇs´ı dveˇ
rovnice vzhledem k λ, jednu obsahuj´ıc´ı
T ′′i (t)
Ti(t)




tedy cˇtyrˇi rovnice ve tvarech





T ′′v (t) = λTv(t), (2.22)




Proble´m naj´ıt rˇesˇen´ı parcia´lneˇ diferencia´ln´ıch rovnic jsme tedy prˇevedli na proble´m
rˇesˇen´ı soustavy obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic. Tyto rovnice jsou typu LODR 2
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- linea´rn´ı obycˇejne´ diferencia´ln´ı rovnice druhe´ho rˇa´du, pokud nyn´ı vhodneˇ zvol´ıme















Obecne´ rˇesˇen´ı vlnovy´ch rovnic Xi(x)Ti(t) je tedy tvaru










































Cˇleny obsahuj´ıc´ı e−iωt nyn´ı vynecha´me, protozˇe rˇesˇen´ı dany´ch vlnovy´ch rovnic lze
rozdeˇlit na dveˇ rˇesˇen´ı zvla´sˇt’ se cˇleny eiωt a e−iωt, ktera´ jsou identicka´, konstanty
c3, c4, k3, k4 tedy uvazˇujme nulove´. Vy´sledne´ obecne´ rˇesˇen´ı vlnovy´ch rovnic je tedy
ve tvaru






















kde ω jsou vlastn´ı frekvence soustavy trubice-kapalina. Nyn´ı vznika´ neˇkolik proble´mu˚.
Zat´ım nezna´me obecna´ rˇesˇen´ı zbyly´ch promeˇnny´ch - tlaku a s´ıly. Abychom mohli
urcˇovat tvary rˇesˇen´ı teˇchto vlnovy´ch rovnic, potrˇebujeme zna´t ω a okrajove´ podmı´n-
ky. Nav´ıc jsou rovnice zat´ım porˇa´d neza´visle´ - rˇesˇen´ı u(x, t) nijak neza´vis´ı na rˇesˇen´ı
v(x, t) a naopak. V dalˇs´ım zjist´ıme vztahy mezi zbyly´mi promeˇnny´mi a promeˇnny´mi
vyja´drˇeny´mi vlnovy´mi rovnicemi, odvod´ıme okrajove´ podmı´nky a zarucˇ´ıme prova´za-
nost u(x, t) a v(x, t) pra´veˇ pomoc´ı nich.
2.2 Okrajove´ podmı´nky
Soustava kapaliny a trubice mus´ı jako kazˇda´ jina´ fyzika´ln´ı soustava splnˇovat rov-
nova´hu sil a kinematicke´ podmı´nky. V dalˇs´ım se na tyto podmı´nky pod´ıva´me po-
drobneˇji a odvod´ıme z nich nutne´ okrajove´ podmı´nky pro na´sˇ matematicky´ model.
2.2.1 Rovnova´ha sil
Jelikozˇ posuvy a rychlosti uvazˇujeme jenom v jedne´ ose (osa x), mu˚zˇeme tedy psa´t
rovnova´hu sil ve tvaru ∑





Obr. 2.1: Zna´zorneˇn´ı orientace promeˇnny´ch na konci trubice x = L.
V ose x p˚usob´ı dveˇ s´ıly - s´ıla od kapaliny a s´ıla od trubice. S´ıla od kapaliny je
ve tvaru
FK = p(x, t)SK , (2.33)
s´ıla od trubice je ve tvaru
FT = σ(x, t)ST . (2.34)
Nap´ıˇseme tedy rovnova´hu sil (s orientac´ı podle Obr. 2.1) na konc´ıch trubice
SKp(x, t)− STσ(x, t) = 0, (2.35)
kde SK a ST jsou obsahy pr˚urˇez˚u kapaliny a trubice. Vy´raz σ(x, t) vyja´drˇ´ıme z Ho-
okova za´kona, dosad´ıme a uprav´ıme, tedy














cozˇ bude prvn´ı okrajova´ podmı´nka pro vlnove´ rovnice. Okraje uvazˇujeme pro x = 0














Mu˚zˇeme si vsˇimnout, zˇe tyto Neumannovy okrajove´ podmı´nky da´vaj´ı do spojitosti
tlak kapaliny a posuv trubice na konc´ıch x = 0 a x = L, z cˇehozˇ plyne, zˇe jsou
vlnove´ rovnice (2.12) a (2.13) prˇes tyto okrajove´ podmı´nky prova´za´ny.
2.2.2 Kinematicka´ podmı´nka soustavy
Kinematicka´ podmı´nka na´m uda´va´ rovnost rychlost´ı na konc´ıch soustavy - rychlost
posuvu trubice mus´ı by´t stejna´, jako rychlost kapaliny. Tento fakt matematicky
zap´ıˇseme pro konce x = 0 a x = L ve tvaru
∂u(0, t)
∂t
= v(0, t), (2.40)
∂u(L, t)
∂t
= v(L, t). (2.41)
Tyto Neumannovy okrajove´ podmı´nky da´vaj´ı prˇ´ımo do spojitosti posuv trubice
a rychlost kapaliny, vlnove´ rovnice jsou jimi tedy take´ prova´za´ny.
2.3 Vyja´drˇen´ı zbyly´ch promeˇnny´ch
V odstavci 2.1 jsme odvodili vlnove´ rovnice pro u(x, t), v(x, t) a tvrdili jsme, zˇe zbyle´
dveˇ promeˇnne´ (F (x, t) a p(x, t)) jsme schopni dopocˇ´ıtat. Ukazˇme si nyn´ı, jak.
2.3.1 Vyja´drˇen´ı tlaku
V okrajove´ podmı´nce (2.37) je derivace posuvu trubice u(x, t) vyja´drˇena pomoc´ı
tlaku p(x, t). Vlnove´ rovnice vsˇak ma´me odvozeny pro rychlost kapaliny v(x, t).
Abychom mohli okrajovou podmı´nku (2.37) pouzˇ´ıt, mus´ıme naj´ıt vztah mezi tlakem
p(x, t) a rychlost´ı v(x, t). Tento vztah odvod´ıme pomoc´ı dosazen´ı z´ıskane´ho obecne´ho
















Rychlost v(x, t) je vsˇak da´na obecny´m rˇesˇen´ım ve tvaru











ktere´ kdyzˇ dosad´ıme do (2.43) a konstanty vytkneme prˇed integra´l, dostaneme































Po integraci a upraven´ı dostaneme rovnici
p(x, t) = −cKρe
iω(cKt−x)
cK (−k2 + k1e
2iωx
cK ). (2.47)
Integracˇn´ı konstantu p0 mu˚zˇeme zanedbat, protozˇe nema´ vliv na tvar kmit˚u. Vı´me-
li tedy konstanty k1, k2 a vlastn´ı frekvenci ω v obecne´m rˇesˇen´ı rychlosti kapaliny,
doka´zˇeme dopocˇ´ıtat rˇesˇen´ı tlaku. Toto vyja´drˇen´ı tlaku na´m take´ jizˇ umozˇnˇuje do-
sadit do okrajove´ podmı´nky (2.37).
2.3.2 Vyja´drˇen´ı s´ıly
S´ılu lze vyja´drˇit z Hookova za´kona (rovnice (1.19)), po vyja´drˇen´ı dosta´va´me




Obecne´ rˇesˇen´ı u(x, t) je vsˇak ve tvaru











Dosad´ıme tedy toto obecne´ rˇesˇen´ı do (2.48) a dostaneme














Derivujeme a dostaneme vy´sledny´ tvar s´ıly












Vlnove´ rovnice pro posuv trubice a rychlost kapaliny tedy plneˇ popisuj´ı syste´m
trubice-kapalina, jelikozˇ ostatn´ı promeˇnne´ (tlak, s´ıla) podle nich mu˚zˇeme vyja´drˇit.
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3 KMITA´NI´ KAPALINY BEZ INTERAKCE S
TRUBICI´
V kapitole 2 jsme odvodili matematicky´ model pro soustavu trubice-kapalina, ktery´
se skla´dal z vlnovy´ch rovnic a vhodneˇ vyja´drˇeny´ch okrajovy´ch podmı´nek. V te´to
kapitole se omez´ıme pouze na kmita´n´ı kapaliny. Vy´sledky z analy´zy tohoto proble´mu
v za´veˇru porovna´me s kmita´n´ım cele´ soustavy.
3.1 Zjednodusˇeny´ matematicky´ model
3.1.1 Vlnova´ rovnice kapaliny a okrajove´ podmı´nky
Jelikozˇ se v te´to kapitole omezujeme jen na kmita´n´ı kapaliny, tak se model bude
skla´dat z jedne´ vlnove´ rovnice (pro rychlost kapaliny) a jednoduchy´ch okrajovy´ch
podmı´nek. Vlnova´ rovnice je ve tvaru
vtt = c
2
K · vxx. (3.1)
Pro tuto vlnovou rovnici jsme odvodili obecne´ rˇesˇen´ı ve tvaru











Okrajove´ podmı´nky na konc´ıch jsou nulove´, jelikozˇ trubici v te´to kapitole uvazˇujeme
absolutneˇ tuhou. Pro konce x = 0 a x = L tedy mu˚zˇeme napsat
v(0, t) = 0, (3.3)
v(L, t) = 0. (3.4)
3.1.2 Splneˇn´ı okrajovy´ch podmı´nek
Pokud do teˇchto okrajovy´ch podmı´nek dosad´ıme obecne´ rˇesˇen´ı, dostaneme rovnice
v(0, t) = k1e
iωt + k2e
iωt = 0, (3.5)











Vytknut´ım cˇlenu eiωt dosta´va´me vztahy pro koeficienty k1 a k2































ktera´ je ekvivalentn´ı rovnici
e
2iLω
cK = 1. (3.11)
Z Eulerovy identity v´ıme, zˇe:
eix = cosx+ i sinx. (3.12)









, n ∈ Z. (3.14)
Zna´me tedy vztah mezi koeficienty k1 a k2 a hodnoty vlastn´ı frekvence ω. Pro zvolene´
k2 tedy dopocˇ´ıta´me k1, dosad´ıme danou ωn i s teˇmito koeficienty a konstantami cha-
rakterizuj´ıc´ımi soustavu (E,L, cK , cT , SK , ST , ρ, ) do obecne´ho rˇesˇen´ı, cˇ´ımzˇ z´ıska´me
pr˚ubeˇhy v(x) a p(x) ve zvolene´m cˇase t.
3.2 Tvary tlaku a rychlosti kapaliny - vzorovy´ prˇ´ıklad










v za´vislosti na promeˇnne´ x, kde x ∈ [0, L]. Hodnoty
teˇchto vlastn´ıch frekvenc´ı vycha´zej´ı:
n 1 2 3
ωn 4712, 389 9424, 778 14137, 167
(3.15)
Pokud chceme tlak cˇi rychlost kapaliny vykreslovat, potrˇebujeme zna´t konkre´tn´ı
hodnoty konstant popisuj´ıc´ıch soustavu. Na´sleduj´ıc´ı hodnoty konstant pouzˇijeme











Obsahy pr˚urˇez˚u ST a SK zhruba odpov´ıdaj´ı trubici o vneˇjˇs´ım pr˚umeˇru 20 cm,
ktera´ je 1 cm tlusta´. Zvolme nyn´ı jesˇteˇ naprˇ´ıklad k2 = 1 + i a pro dany´ cˇas, naprˇ.
t = 0 a urcˇite´ ωn ma´me da´ny pr˚ubeˇhy tlaku a rychlosti, ze ktery´ch vykresl´ıme
rea´lnou cˇa´st v za´vislosti na x.
x [m]












Obr. 3.1: Pr˚ubeˇh tlaku v kapalineˇ pro ω1
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x [m]

















Obr. 3.2: Pr˚ubeˇh rychlosti kapaliny pro ω1
x [m]












Obr. 3.3: Pr˚ubeˇh tlaku v kapalineˇ pro ω2
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x [m]















Obr. 3.4: Pr˚ubeˇh rychlosti kapaliny pro ω2
x [m]












Obr. 3.5: Pr˚ubeˇh tlaku v kapalineˇ pro ω3
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x [m]















Obr. 3.6: Pr˚ubeˇh rychlosti kapaliny pro ω3
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4 VZA´JEMNA´ INTERAKCE KMITA´NI´ TRU-
BICE A TLAKOVY´CH PULSACI´
V te´to kapitole budeme uvazˇovat vza´jemnou interakci trubice a kapaliny - zjed-
nodusˇeny´ matematicky´ model jen pro kapalinu z kapitoly 3.1 dopln´ıme o vlno-
vou rovnici pro trubici a take´ budeme bra´t v u´vahu prova´zanost vlnovy´ch rovnic
zajiˇsteˇnou okrajovy´mi podmı´nkami.
4.1 Matematicky´ model vza´jemne´ interakce
4.1.1 Vlnove´ rovnice a okrajove´ podmı´nky




T · uxx, (4.1)
vtt = c
2
K · vxx, (4.2)
ke ktery´m prˇida´me okrajove´ podmı´nky odvozene´ v odstavci 2.2, tedy
∂u(0, t)
∂t
= v(0, t), (4.3)
∂u(L, t)
∂t













Prˇipomenˇme si obecna´ rˇesˇen´ı vlnovy´ch rovnic (4.1) a (4.2), ktere´ jsou tvaru






















V okrajovy´ch podmı´nka´ch (4.5) a (4.6) se vyskytuje tlak p(x, t), ktery´ nen´ı soucˇa´st´ı
vlnovy´ch rovnic. To vsˇak nevytva´rˇ´ı zˇa´dny´ proble´m, jelikozˇ jsme drˇ´ıve tlak vyja´drˇili
pra´veˇ pomoc´ı obecne´ho rˇesˇen´ı. Vyja´drˇeny´ tlak je tvaru
p(x, t) = −cKρe
iω(cKt−x)




4.1.2 Splneˇn´ı okrajovy´ch podmı´nek
Vlnove´ rovnice mus´ı splnˇovat okrajove´ podmı´nky, dosad´ıme do nich tedy obecna´

















































































Ze vsˇech teˇchto rovnic lze vytknout cˇlen eiωt, to provedeme a da´le zjednodusˇ´ıme
na tvary
































































cozˇ jsou rovnice pro koeficienty c1, c2, k1 a k2. Napiˇsme nyn´ı tyto rovnice maticoveˇ
ve tvaru A · ci = 0. 
a1,1 a1,2 a1,3 a1,4
a2,1 a2,2 a2,3 a2,4
a3,1 a3,2 a3,3 a3,4














Po dosazen´ı z (4.14), (4.15), (4.16) a (4.17) tedy dostaneme rovnici

















































Pro netrivia´ln´ı rˇesˇen´ı c1, c2, k1, k2 mus´ı platit
det





































 = 0. (4.20)
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Vypocˇ´ıtat determinant z takove´to matice obecneˇ znamena´ rˇesˇit komplexn´ı nelinea´rn´ı
rovnici. Mus´ıme tedy pouzˇ´ıt software - naprˇ´ıklad v matematicke´m softwaru MATLAB
lze vykreslit rea´lna´ a komplexn´ı cˇa´st determinantu v za´vislosti na ω.
ω [rad s-1]












Závislost determinantu na ω
Re(det A)
Im(det A)
Obr. 4.1: Za´vislost det(A) na ω







Pro dane´ konstanty charakterizuj´ıc´ı soustavu z prˇedchoz´ı kapitoly (E,L, cK , cT , SK , ST , ρ)
numericky zjist´ıme prvn´ı trˇi vlastn´ı frekvence ωINTn:
n 1 2 3
ωINTn 5502, 023 8884, 358 14233, 536
(4.22)
Pokud jakoukoliv z teˇchto vlastn´ıch frekvenc´ı ωINTn dosad´ıme zpeˇt do matice A,
matice se stane singula´rn´ı (z definice singula´rn´ı matice det(A) = 0), jej´ı hodnost je
tedy mensˇ´ı, nezˇ jej´ı rozmeˇr. Pokud na matici pouzˇijeme Gaussovu eliminaci, jeden
jej´ı rˇa´dek se vynuluje a z´ıska´me trˇi rovnice pro cˇtyrˇi koeficienty. Naprˇ´ıklad pro prvn´ı
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vlastn´ı frekvenci ωINT1 = 5502, 023 prˇejde matice A eliminac´ı na tvar
Ared(ωINT1) =

1 0 0 −3, 844 · 10−5 + 3, 907 · 10−5i
0 1 0 −5, 287 · 10−5 − 1, 446 · 10−5i
0 0 1 0, 864− 0, 502i
0 0 0 0
 . (4.23)
Pokud zna´me koeficient k2, mu˚zˇeme podle rovnic z eliminovane´ singula´rn´ı matice
dopocˇ´ıtat zbyle´ koeficienty k1, c2 a c1. Jelikozˇ jsou v eliminovane´ matici Ared nenu-
love´ kromeˇ prvk˚u na diagona´le jen prvky ve cˇtvrte´m sloupci, jsme schopni explicitneˇ
vyja´drˇit koeficienty k1, c2 a c1 pro vsˇechny ωINTnve tvaru
c1 = −k2 · ared(1,4), (4.24)
c2 = −k2 · ared(2,4), (4.25)
k1 = −k2 · ared(3,4). (4.26)
4.2 Pr˚ubeˇhy promeˇnny´ch - vzorovy´ prˇ´ıklad
Pokud naprˇ´ıklad zvol´ıme k2 = 1 + i, dopocˇ´ıta´me koeficienty k1, c2 a c1, ktere´ do-
sad´ıme do obecne´ho rˇesˇen´ı a pro dane´ ωINTn, t a konstanty charakterizuj´ıc´ı sou-
stavu (E,L, cK , cT , SK , ST , ρ), ktere´ uvazˇujme stejne´, jako v kapitole 3, zjist´ıme
pr˚ubeˇhy vsˇech promeˇnny´ch (u, F, v, p). Pro na´zornost nyn´ı vykresl´ıme jen pr˚ubeˇh
rychlost´ı kapaliny a trubice (vK , vT ) a pr˚ubeˇh sil od kapaliny a tlakovy´ch sil v tru-
bici (FK , FT ) jako rea´lnou cˇa´st komplexn´ıch funkc´ı podobneˇ jako v kapitole 3. Tvar
pr˚ubeˇhu s´ıly od kapaliny je stejny´, jako tvar pr˚ubeˇhu tlaku v kapalineˇ - podle vzorce
FK(x, t) = p(x, t)SK vid´ıme, zˇe s´ılu dostaneme pouze vyna´soben´ım pr˚ubeˇhu p(x, t)
konstantou SK . Jelikozˇ grafy vykreslujeme pro s´ıly a rychlosti, mu˚zˇeme si vsˇimnout,
zˇe na okraj´ıch mus´ı podle okrajovy´ch podmı´nek platit rovnova´ha sil a rovnost rych-
lost´ı, tedy FK(x, t) = FT (x, t) a vK(x, t) = vT (x, t) pro x = 0 a x = L. Pr˚ubeˇhy
sil a rychlost´ı se tedy mus´ı na kraj´ıch setkat ve stejne´m bodeˇ. Rychlost posunut´ı
trubice vT (x, t) lze jednodusˇe vyja´drˇit jako derivaci posunut´ı u(x, t) podle cˇasu, tedy




Vykresl´ıme dva grafy (pro s´ıly a rychlosti) pro kazˇdou z prvn´ıch trˇ´ı vlastn´ıch
frekvenc´ı z tabulky (4.22).
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x [m]










Porovnání rychlostí vT a vK
vT
vK
Obr. 4.2: Pr˚ubeˇh vK , vT v za´vislosti na x pro ωINT1.
x [m]
















Porovnání sil FT a FK
FT
FK
Obr. 4.3: Pr˚ubeˇh FK , FT v za´vislosti na x pro ωINT1.
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x [m]
















Porovnání rychlostí vT a vK
vT
vK
Obr. 4.4: Pr˚ubeˇh vK , vT v za´vislosti na x pro ωINT2.
x [m]















Porovnání sil FT a FK
FT
FK
Obr. 4.5: Pr˚ubeˇh FK , FT v za´vislosti na x pro ωINT2.
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x [m]














Porovnání rychlostí vT a vK
vT
vK
Obr. 4.6: Pr˚ubeˇh vK , vT v za´vislosti na x pro ωINT3.
x [m]














Porovnání sil FT a FK
FT
FK
Obr. 4.7: Pr˚ubeˇh FK , FT v za´vislosti na x pro ωINT3.
Da´le se veˇnujme pr˚ubeˇhu rychlosti v kapalineˇ. Tvary kmit˚u jsou pro dane´ ωINTn
v cˇase nemeˇnne´, tedy uzly a kmitny se v cˇase nepohybuj´ı (stojate´ vlneˇn´ı). S cˇasem
se v dane´m bodeˇ meˇn´ı pouze fa´ze vlny, uvazˇujme tedy amplitudu rychlosti kapaliny
25
ve tvaru
vamp(x) = |v(x)|eiϕv , (4.28)












Vykresleme tedy amplitudu rychlosti dohromady s jej´ı fa´z´ı ϕv pro prvn´ı trˇi ωINTn
v za´vislosti na x naprˇ´ıklad pro t = 0.

























Obr. 4.8: Pr˚ubeˇh vamp, ϕv v za´vislosti na x pro ωINT1.
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Obr. 4.9: Pr˚ubeˇh vamp, ϕv v za´vislosti na x pro ωINT2.

























Obr. 4.10: Pr˚ubeˇh vamp, ϕv v za´vislosti na x pro ωINT3.
Nyn´ı zvolme konkre´tn´ı bod, naprˇ´ıklad x1 = 0, 3 a vykresleme pr˚ubeˇhy vsˇech
promeˇnny´ch, tedy p, v, F, u a ϕv, tentokra´t vsˇak v za´vislosti na t pro neˇjaky´ maly´
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cˇasovy´ interval, naprˇ´ıklad t ∈ [0, 2 · 10−3]. Pro na´zornost vykresl´ıme velicˇiny cha-
rakterizuj´ıc´ı chova´n´ı kapaliny
(
p(x1, t), v(x1, t)
)
a velicˇiny charakterizuj´ıc´ı chova´n´ı
trubice
(
F (x1, t), u(x1, t)
)
po dvou zvla´sˇt’ do grafu pro ωINT1.
×10-3





























Obr. 4.11: Pr˚ubeˇh v, p v za´vislosti na t pro x1 = 0, 3, ωINT1.
t [s] ×10-3













Obr. 4.12: Pr˚ubeˇh ϕv v za´vislosti na t pro x1 = 0, 3, ωINT1.
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×10-3































Obr. 4.13: Pr˚ubeˇh F , u v za´vislosti na t pro x1 = 0, 3, ωINT1.
Mu˚zˇeme si vsˇimnout, zˇe rychlost kapaliny je zpozˇdeˇna za tlakem o pi
2
(cˇtvrtperiodu),
zat´ımco s´ıla v trubici a jej´ı prodlouzˇen´ı jsou vzˇdy ve fa´zi. Tyto vy´sledky zpozˇdeˇn´ı





V prˇedesˇly´ch kapitola´ch jsme uvazˇovali jen
”
prˇirozene´“ kmita´n´ı trubice a kapaliny,
tedy kmita´n´ı soustavy s dany´mi spocˇteny´mi vlastn´ımi frekvencemi ωINTn. Uvazˇujme
nyn´ı kmita´n´ı vynucene´ s obecnou frekvenc´ı ωV Y N . Soustava takto ”
umeˇle“ kmita´,
naprˇ´ıklad pokud na jednom kraji trubice p˚usob´ı cˇasoveˇ promeˇnliva´ extern´ı s´ıla s frek-
venc´ı ωV Y N . Tuto s´ılu tedy mu˚zˇeme uvazˇovat naprˇ´ıklad pro konec x = 0 ve tvaru
FV Y N(t) = |F0|eitωV Y N ,
kde |F0| je konstanta uda´vaj´ıc´ı velikost s´ıly.
x = 0
FV Y N (t)
pSK
σST
Obr. 5.1: Zaveden´ı s´ıly FV Y N(t) na konci x = 0.
Tato s´ıla p˚usob´ı na konci x = 0, upravme tedy prˇ´ıslusˇne´ okrajove´ podmı´nky.
Na kazˇde´m konci je prˇedepsa´na podmı´nka rovnosti rychlost´ı a rovnova´hy sil. Z teˇchto
dvou podmı´nek uprav´ıme podmı´nku rovnova´hy sil. Podmı´nka, kterou jsme odvodili







Abychom mohli prˇidat extern´ı s´ılu, prˇevedeme rovnici do silove´ho tvaru, tedy
∂u(0, t)
∂x
EST = p(0, t)SK .
Do rovnice prˇida´me extern´ı s´ılu, cˇ´ımzˇ rovnice prˇejde do tvaru
∂u(0, t)
∂x
EST − p(0, t)SK = −FV Y N(t).
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− k2SKcKρ+ k1SKcKρ = −F0.
Tuto rovnici zarˇad´ıme mezi ostatn´ı nezmeˇneˇne´ rovnice a po prˇepsa´n´ı do maticove´ho
tvaru dosta´va´me















































Tato matice obecneˇ nen´ı singula´rn´ı, mu˚zˇeme tedy snadno dostat Gaussovou eliminac´ı
rˇesˇen´ı c1, c2, k1 a k2.
5.2 Tvary tlaku a rychlosti kapaliny - vzorovy´ prˇ´ıklad
Pro danou vynucenou frekvenci ωV Y N , extern´ı s´ılu F0 a dane´ konstanty charakte-
rizuj´ıc´ı soustavu, ktere´ zvol´ıme stejne´, jako v prˇedchoz´ıch prˇ´ıkladech, vykresl´ıme
pr˚ubeˇh tlaku a rychlosti kapaliny. Zvolme naprˇ. ωV Y N = 7000 a F0 = 8000. V gra-
fech vykresl´ıme rea´lnou slozˇku p a v pro cˇas naprˇ. t = 1.
x [m]













Obr. 5.2: Pr˚ubeˇh tlaku v kapalineˇ pro ωV Y N = 7000, F0 = 8000, t = 1.
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Rychlost kapaliny pro frekvenci 7000 rads-1
Obr. 5.3: Pr˚ubeˇh rychlosti kapaliny pro ωV Y N = 7000, F0 = 8000, t = 1.
Zvolme nyn´ı opeˇt konkre´tn´ı bod, naprˇ. x1 = 0, 3 a vykresleme za´vislosti abso-
lutn´ıch hodnot v a p na frekvenci vynucene´ho kmita´n´ı ωV Y N .
ωVYN [rads
-1]





























Rychlost kapaliny pro x1=0,3
Obr. 5.5: Za´vislost rychlosti kapaliny na ωV Y N pro x1 = 0, 3, F0 = 8000.
Z graf˚u jde jasneˇ videˇt, zˇe pokud extern´ı promeˇnna´ s´ıla p˚usob´ı na trubici s
frekvenc´ı bl´ızkou vlastn´ı frekvenci, tedy pokud ωV Y N ≈ ωINTn, tak dojde k mno-
hona´sobne´mu zes´ılen´ı, takzvane´
”
rezonanci.“ Tento jev nasta´va´ take´ u promeˇnny´ch
charakterizuj´ıc´ıch chova´n´ı trubice (u, F ).
ωVYN [rads
-1]












Posunutí trubice pro x1=0,3


















Síla v trubici pro x1=0,3
Obr. 5.7: Za´vislost s´ıly v trubici na ωV Y N pro x1 = 0, 3, F0 = 8000.
Tyto grafy pr˚ubeˇh˚u posunut´ı a s´ıly potvrzuj´ı, zˇe jev rezonance nasta´va´ take´ pro
trubici. Prˇi vynucene´m kmita´n´ı o rezonancˇn´ıch frekvenc´ıch je tedy kmita´n´ı trubice




Porovnejme nyn´ı vy´sledky kmita´n´ı samotne´ kapaliny s vy´sledky kmita´n´ı soustavy prˇi
vza´jemne´ interakci trubice-kapalina. Pro dane´ konstanty charakterizuj´ıc´ı soustavu
(E,L, cK , cT , SK , ST , ρ), ktere´ jsme zvolili v kapitole 3, zap´ıˇseme prvn´ı trˇi vlastn´ı
frekvence zaokrouhleny na jednotky pro prˇehlednost do tabulky.
n 1 2 3
ωn 4712 9425 14137
ωINTn 5502 8884 14234
(6.1)
Z tabulky mu˚zˇeme videˇt, zˇe s uvazˇova´n´ım vza´jemne´ interakce trubice a kapa-
liny se vy´razneˇji zmeˇn´ı jen prvn´ı a druha´ vlastn´ı frekvence, trˇet´ı vlastn´ı frekvence
jsou v obou modelech te´meˇrˇ totozˇne´. Relativn´ı rozd´ıl teˇchto frekvenc´ı vyja´drˇeny´
v procentech pro n = 1, 2, 3 cˇin´ı 17%, −6% a 0, 7%.
6.1 Porovna´n´ı pr˚ubeˇh˚u promeˇnny´ch v kapalineˇ
Rozd´ılne´ vy´sledky pr˚ubeˇhu rychlosti a tlaku v kapalineˇ nyn´ı pro jednotlive´ modely
vykresleme za uvazˇova´n´ı stejny´ch konstant charakterizuj´ıc´ıch soustavu ve stejne´m
cˇase t = 0 pro x ∈ [0, L].
x [m]
















Obr. 6.1: Porovna´n´ı pr˚ubeˇhu tlak˚u v kapalineˇ se vza´jemnou interakc´ı trubice-
kapalina a bez jej´ıho uvazˇova´n´ı pro n = 1.
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Obr. 6.2: Porovna´n´ı pr˚ubeˇhu rychlost´ı v kapalineˇ se vza´jemnou interakc´ı trubice-
kapalina a bez jej´ıho uvazˇova´n´ı pro n = 1.
x [m]














Obr. 6.3: Porovna´n´ı pr˚ubeˇhu tlak˚u v kapalineˇ se vza´jemnou interakc´ı trubice-
kapalina a bez jej´ıho uvazˇova´n´ı pro n = 2.
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Obr. 6.4: Porovna´n´ı pr˚ubeˇhu rychlost´ı v kapalineˇ se vza´jemnou interakc´ı trubice-
kapalina a bez jej´ıho uvazˇova´n´ı pro n = 2.
x [m]
















Obr. 6.5: Porovna´n´ı pr˚ubeˇhu tlak˚u v kapalineˇ se vza´jemnou interakc´ı trubice-
kapalina a bez jej´ıho uvazˇova´n´ı pro n = 3.
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Obr. 6.6: Porovna´n´ı pr˚ubeˇhu rychlost´ı v kapalineˇ se vza´jemnou interakc´ı trubice-
kapalina a bez jej´ıho uvazˇova´n´ı pro n = 3.
Pro n = 1 mu˚zˇeme z tabulky vlastn´ıch frekvenc´ı (5.1) videˇt, zˇe ωINT1 > ω1,
cozˇ souhlas´ı s Obr. 5.1 - pozorujeme, zˇe tlak pINT prˇi vza´jemne´ interakci trubice
a kapaliny u okraj˚u prˇekmitne, jiny´mi slovy se do intervalu x ∈ [0, L] vejde v´ıce, nezˇ
jedna p˚ulvlna, jak tomu je u pr˚ubeˇhu tlaku p uvazˇovane´ho bez interakce. Naopak
pro n = 2 je ωINT2 < ω2, cozˇ ilustruje Obr. 5.3 - zat´ımco tlak bez uvazˇova´n´ı inter-
akce vykona´ v intervalu [0, L] prˇesneˇ jednu celou vlnu, tlak prˇi interakci ji v tomto
intervalu celou vykonat
”
nestihne.“ V Obr. 5.5 vid´ıme, zˇe pro n = 3 maj´ı pINT a p
uzly a kmitny skoro na stejny´ch mı´stech, z cˇehozˇ vyply´va´ ωINT3 ≈ ω3, cozˇ odpov´ıda´
tab. (5.1). Nemu˚zˇeme vsˇak rˇ´ıct, zˇe pro n > 3 je rozd´ıl ωINTn−ωn zanedbatelny´. Pro
prvn´ı trˇi vlastn´ı frekvence se sice relativn´ı i absolutn´ı chyba pro rostouc´ı n bl´ızˇ´ı k 0,
hned pro cˇtvrtou frekvenci je to vsˇak jinak. Skoro identicka´ hodnota ωINT3 ≈ ω3 je
tedy na´hodou - tvrzen´ı, zˇe limn→∞(ωINTn − ωn) = 0 je nepravdive´.
6.2 Porovna´n´ı rezonancˇn´ıch frekvenc´ı
Pokud jesˇteˇ jednou vykresl´ıme graf za´vislosti det(A) na ω pro veˇtsˇ´ı interval ω,
zjist´ıme, zˇe rozd´ıl mezi sousedn´ımi vlastn´ımi frekvencemi ωINTn se vy´razneˇ meˇn´ı.
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ω [rad s-1] ×104











Závislost determinantu na ω
Re(det A)
Im(det A)
Obr. 6.7: Za´vislost det(A) na ω.
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Obr. 6.8: Porovna´n´ı vlastn´ıch frekvenc´ı ωn a ωINTn.
Pro prvn´ıch deset vlastn´ıch frekvenc´ı ilustrujme take´ absolutn´ı a relativn´ı od-
chylku n-te´ frekvence v procentech.
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Absolutní rozdíl vlastních frekvencí
Obr. 6.9: Absolutn´ı odchylka ωINTn a ωn.
n












Relativní rozdíl vlastních frekvencí
Obr. 6.10: Relativn´ı odchylka ωINTn a ωn.
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7 ZA´VEˇR
V pra´ci jsme rˇesˇili problematiku vza´jemne´ interakce tlakovy´ch pulsac´ı a kmita´n´ı tru-
bice. Zjistili jsme, zˇe vzda´lenosti mezi sousedn´ımi ωINTn se prˇi vza´jemne´ interakci
trubice a kapaliny vy´razneˇ meˇn´ı s rostouc´ım ω, na rozd´ıl od konstantn´ıch vzda´lenost´ı
sousedn´ıch ωn prˇi kmita´n´ı bez vza´jemne´ interakce. Jelikozˇ jsou pr˚ubeˇhy tlaku a rych-
losti kapaliny prˇ´ımo spojeny s hodnotami vlastn´ıch frekvenc´ı, tak mu˚zˇeme konsta-
tovat, zˇe je vliv trubice na chova´n´ı kapaliny vy´znamny´.
43

SEZNAM POUZˇITY´CH SYMBOLU˚ A ZKRATEK
symbol vy´znam jednotka
ωn vlastn´ı frekvence [rad · s−1]
ωINTn vlastn´ı frekvence prˇi vza´jemne´ interakci [rad · s−1]
ωV Y N frekvence vynucene´ho kmita´n´ı [rad · s−1]
cK rychlost zvuku v kapalineˇ [m · s−1]
cT rychlost zvuku v trubici [m · s−1]
E modul pruzˇnosti v tahu [Pa]
SK pr˚urˇez kapaliny [m
2]
ST pr˚urˇez trubice [m
2]
ϕv fa´ze amplitudy rychlosti kapaliny [rad]
ϕ0 pocˇa´tecˇn´ı fa´ze [rad]
vamp amplituda rychlosti kapaliny [m · s−1]
V objem kapaliny [m3]
x x-ova´ sourˇadnice [m]
n index vlastn´ı frekvence [−]
m hmotnost [kg]
v rychlost kapaliny [m · s−1]
p tlak v kapalineˇ [Pa]
vINT rychlost v kapalineˇ prˇi interakci tubice a kapaliny [m · s−1]
pINT tlak kapaliny prˇi interakci tubice a kapaliny [Pa]
F s´ıla v trubici [N ]
λ separacˇn´ı konstanta [−]
u posunut´ı trubice [m]
FK s´ıla od kapaliny [N ]
FT s´ıla od trubice [N ]
L de´lka trubice [m]
 pomeˇrne´ prodlouzˇen´ı trubice [−]
ρ hustota kapaliny [kg ·m−3]
ρT hustota materia´lu trubice [kg ·m−3]
vK rychlost kapaliny [m · s−1]
vT rychlost posunut´ı trubice [m · s−1]
σ napeˇt´ı v trubici [Pa]
Fs setrvacˇna´ s´ıla [N ]
Fp tlakova´ s´ıla [N ]
FV Y N extern´ı s´ıla pro vynucen´ı kmita´n´ı [N ]
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